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1 Zahlen

1.1 N
Die Natiirlichen Zahlen

1.1.1 Induktion

Man durchléuft alle Natiirlichen Zahlen, wenn man bei 1 anfangend jeweils 1 hinzu
addiert. Darauf aufbauend erhélt man das Beweisverfahren der vollstdndigen Induktion:

1. Induktionsanfang: Die Behauptung wird fiir n = 1 gezeigt

2. Induktionsschritt: Es wird die Behauptung fiir n + 1 gezeigt, unter der Annahme
sie ist flir n richtig

Damit ist die Behauptung fiir alle Natiirlichen Zahlen gezeigt.

1.2 R

Der Korper der Reellen Zahlen R ist vollstéindig und beziiglich Addition und Multipli-
kation abgeschlossen.

1.2.1 Volistandigkeit

Vollstandigkeit bedeutet, dass jede Intervallschachtelung genau ein Element enthélt. Eine
Intervallschachtelung ist Schnittmenge aller Elemente einer Folge von Intervallen I, fiir
die gilt:

1. Iny C I,y
2. |I,| = 0 fiir n — oo

Aquivalent zu dieser ist die Definition:
jede Cauchyfolge (siehe Kapitel 2.1.2)) konvergiert gegen einen Grenzwert aus R.

1.3 C

Der Korper der Komplexen Zahlen C ist die Erweiterung von R um die Zahl 7. Damit
ist C algebraisch abgeschlossen. Es gilt:

i? = —1

C ist allerdings nicht mehr angeordnet so wie R. Jede komplexe Zahl z lidsst sich in
folgenden Formen eindeutig schreiben:

z=x+1iy x,y€eR
z=r-e% rel0,00f ¢e€]l0,2n]



2 Folgen und Reihen

2.1 Konvergenz von Folgen

2.1.1 Grenzwert

Eine Folge (an,),, konvergiert gegen den Grenzwert a falls:
Ve>0, AN e N, Vn > N: |a, —a| <e€

Fine Folge die nicht konvergiert, heift divergent.

2.1.2 Konvergenzkriterium von Cauchy
Eine Folge (ay,),, fiir die gilt:
Ve >0, AN e N, Vn,m > N : |ay, — am| < €
heifit Cauchyfolge. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. In einer vollstédndigen
Menge (z.B. R) konvergiert jede Cauchyfolge.
2.1.3 Haufungswerte und der Satz von Bolzano-WeierstraB3
Ein Héufungswert h einer Folge (ay,),, ist ein Punkt mit
la, — h| <€, Ve >0, unendlich viele n € N
Der Satz von Bolzano-Weierstrafl besagt nun, dass jede beschriankte Folge (ay,), einen
Haufungswert hat.
2.2 Konvergenz von Reihen
Eine Reihe Y >° | a,, konvergiert wenn die Folge ihrer Partialsummen Zi:l an konver-
giert. Dazu muss die Folge a,, eine Nullfolge sein.
2.2.1 Konvergenzkriterium von Leibniz

Die Reihe einer alternierenden Folge a,, konvergiert genau dann, wenn a,, — 0.

2.2.2 Majorantenkriterium

Existiert zu einer Reihe ) a,, eine konvergente Reihe ) b, mit |a,| < b, so konvergiert
auch > a,. Existiert zu einer Reihe ) a,, eine divergente Reihe ) b, mit |b,| < a, so
divergiert auch Y ay,.

2.2.3 Quotientenkriterium

Die Reihe Y > | a,, konvergiert absolut, wenn a,, eine reelle Zahlenfolge mit 3N : 3¢ €

10;1[ : Vn > N : a, # 0 ist, fiir die < ¢ gilt. Zusitzlich kann man mit diesem

an41
Qn

Kriteium auch zeigen, dass eine Reihe divergiert: lim inf > 1= >"a, divergiert.
o0

an+1
n— an



2.2.4 Wurzelkriterium

Sei r = limsup {/|an|.

n—oo

1. Ist r < 1, so konvergiert  a,.

2. Ist r > 1, so divergiert Y a,.

2.3 Summierbare Familien

Vorsicht beim Umordnen (unendlicher!) Reihen, denn es gilt:

Sei > a, konvergent, aber Y |a,| divergent und S € R beliebig vorgegeben. Dann ex.
eine Umordnung ) b, = > ay(y), die gegen S konvergiert. (Man nehme (S > 0) solange
pos. Summanden, bis S iiberschritten ist, dann solange negative, bis S unterschritten
ist, dann wieder positive: ad inf.)

Daher definiert man: Eine Reihe heifit absolut konvergent, wenn die Reihe der Betriige
konvergiert:> |ay|.

Eine solche Reihe ist invariant unter Umordnung.

Etwas allgemeiner definiert man: Eine Familie (a;);c; heiBit summierbar wenn gilt:
3S, Ve > 0, 3J. C I endlich, |S —ay| <e, VJ. C J C I, J endlich

Dabei ist aj = >, a;.
Aquivalent dazu definiert man:
Die Familie(a;)ier heifit summierbar, falls eine Abzéhlung f : N — I existiert mit

>y lan| < o0o. Dann gilt: Y7 ra; = D07 apm
Ist I = N so ist summierbar und absolut konvergent dquivalent.

2.3.1 GroBer Umordnungssatz

Seien I, K abzdhlbare Mengen, und fiir alle [, k seien I, I; disjunkte Teilmengen von I mit
U rex Lk = 1. Ferner sei (ai)ier eine summierbare Familie reeller Zahlen. Dann ist sowohl
jede Teilfamilie (a;);cx summierbar, als auch die Familie (sg)rerx mit (sg) = >
und es gilt:

icl;, %

SUED S ol

il keK \icI,

Hieraus folgt sofort der

2.3.2 Doppelreihensatz

Sei (a,jk)(j kesxx Summierbar (=absolut konv.). Dann ist

DRSS S PP B ol b ot

(j,k)eJx K je€J \keK keK \jeJ



2.3.3 Cauchy-Produkt

Seien (an),engs (bn)pen, Folgen reeller Zahlen, so gelte ¢, = (axb), = > 3 _garbn -
Dies nennt man Faltung von Folgen. (Falls n € N, setze ag = by = 0).

Sind Y an, Y by, absolut konvergente Folgen, so def. die Faltung der Folgen eine absolut
konvergente Reihe > >°  (a * b),,, die man Cauchy-Produkt der Reihen ) an,» . by, nennt,
und es gilt:

00 00 oo 00 n oo
<z an> <Z bn> = Z ajbk = Z Zajbn,j = Z (a*b)n
n=0 n=0 7,k=0 n=0 \ 7=0 n=0

2.4 Potenzreihen

Potenzreihen sind Reihen der Form: "% apa”

2.4.1 Konvergenzradius

Jede Potenzreihe hat einen Konvergenzradius R = sup {|x|, > an,z™konvergiert}, fiir den
gilt:

ia o absolut konvergent Vz, |z| < R
. " divergent Ve, |x| > R
-

Der Konvergenzradius lésst sich wie folgt berechnen:

R=1 mit L=1lim sup{ Y/ \an]} Formel von Hadamard
n—oo
R=1 mit¢= lim |[%+tL|, falls existent
q n—oo

Die Formel von Hadamard gilt auch fiir komplexwertige Potenzreihen. Nachdem man
alle schonen :-) Sétze {iber Differenzierbarkeit hat, weiss man auflerdem noch iiber Po-
tenzreihen:

Sei f(z) =07 cn (x — a)", der Konvergenzradius R > 0.

1. Die Funktion f ist auf |a — R, a + R] unendlich oft stetig differenzierbar mit
) () :ch-n-(n—l)-...'(n—n+1)-(:E—a)”_k
n=~k

2. Die Taylorreihe im Entwicklungspunkt a stimmt mit f {iberein.

oo o0
3. Abelscher Grenzwertsatz: Konvergiert Y ¢, (mit ¢, € R), so konvergiert > ¢,z"
n=0 n=0

in |—1, 1] und definiert dort eine stetige Funktion.

2.4.2 Exponentialreihe

Die Exponentialreihe ist die Reihe >~ >° %x” = exp (z) = €”. Ihr Konvergenzradius ist

Q.



3 Funktionen
Eine Funktion ist eine eindeutige Abbildung (bei Sturm: f : D — R).

3.1 Stetigkeit
Eine Funktion f : D — R heifit stetig im Punkt xg wenn gilt:

Ve >0, 36 > 0, so dass fiir |z — x| <d=|f (o) — f(x)| <e

Aquivalent hierzu ist eine Funktion f : D — R genau dann stetig im Punkt zg, wenn
(Folgenkriterium):

fiir jede Folge (2y,),cy mit , € D und z, — xo gilt: f (2,) — f (z0)

Eine Funktion heifit stetig auf einer Menge D, falls sie fiir alle x € D stetig ist. Eine
Funktion heifit gleichmdf$ig stetig auf D falls:

€>0,30>0,sodass Va,xg € D: |z —xo| <0 =|f(xg) — f(z)] <€

Eine Funktion heifit Lipschitz-stetig auf D falls:
Va,y € D, |f(y) — f(@)| < Ly — 2|

L heifit Lipschitz-Konstante.

3.1.1 Zwischenwertsatz

Jede stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden Wert  zwischen f(a) und f(b) an
mindestens einer Stelle ¢ € [a, b] an.

3.1.2 Maximumprinzip

Jede auf einer kompakten Menge K (siehe Kapitel stetige Funktion f : K — R
nimmt ihr Maximum (Minimum) an, d.h.:

361,62 Ve e K : f(&) < f(x) < f(&2)

4 Metrische und Topologische Raume

4.1 Definitionen

1. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer beliebigen Menge X
und einer Abbildung d: X x X — R mit folgenden Eigenschaften:

a) dz,y) =0<=zx=y
b) d(z,y) = d(y,z) ‘Symmetrie’

10



c) d(z,z) <d(z,y)+ d(y, z) 'Dreiecksungleichung’
2. Sei (X, d) ein metrischer Raum

a) Firx € X, r > 0 heifit B,(z) = {y € X : d(z,y) <r} (offene) Kugel um x
mit dem Radius r. (B wegen engl. ‘ball’.)
b) Eine Menge U C X heifit Umgebung eines Punktes z € X, falls 3r > 0 :
B.(z) CcU
c) Eine Menge U C X heifit offen, falls U Umgebung jedes ihrer Punkte ist, d.h.
fallsVr e U: Ir>0: By(z) CcU
d) Eine Menge A C Xheifit abgeschlossen, falls die Menge X'\ A offen ist.
e) Es gilt:
i. ) und X sind offen.
ii. ) und X sind abgeschlossen.

iii. Sind U und V offen, so auch U N V.(Gilt auch fiir Durchschnitte endl.
vieler offener Mengen, Schnitte unendlicher Mengen kénnen auch nicht-
offen sein...)

iv. Sind U und V abgeschlossen, so auch U U V.

v. Ist U;,i € I, eine Familie offener Mengen, so ist |J U; wieder offen.
i€l
vi. Ist U;,i € I, eine Familie abgeschlossener Mengen, so ist () U; wieder
i€l
abgeschlossen.

3. Ein Paar (X,U) heiBit topologischer Raum, falls X eine beliebige Menge un U eine
Teilmenge der Potenzmenge von X ist, deren Elemente als offene Mengen bezeich-
net werden und die folgenden, oben bereits genannten Eigenschaften erfiillen:

a) ) und X sind offen.
b) Sind U und V offen, so auch UNV.

c) Ist U;,i € I, eine Familie offener Mengen, so ist |J U; wieder offen.
el

U heiflit dann Topologie auf X.

4. A heiBt Inneres von A, falls A := Vereinigung aller offenen Mengen U C A, wobei
A C X mit (X, d) metrischer Raum.

5. A heifit Abschluss von A, falls A :=Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen
F D A. Hierbei ist A abgeschlossen, A D M.

6. DA heiBt Rand von A mit 9A := A — A.

11



Innenprodukiriumes=
YR mit Skalarprodukt,
fallz vollstAndig: Hilberraum

narmiete Raume,
fallz wollstanig: Banachraum

metrische Raume

topologizche Raume

Abbildung 1: Topologische Ridume

4.2 Konvergenz in metrischen Raumen

Zu konvergenten Folgen(vgl. [2.1.2):

1.

Sei () ey Folge in X (metrischer Raum) und z € X.
(k) ey konvergiert gegen x

& klima:k:x

< VUmgebung U vonx:3d kg eN: VE>ky:axpeU
< Ve>0: JkgeN: VEk>ky: xp € Be(x)

& klim d(zg,z) =0

(1) ey it eine Cauchyfolge < Ve >0: T kg € N: Vhk,n > ko: d(xp,x,) <€

. (X, d) heifit vollstindig < jede Cauchyfolge in X konvergiert in X.(z.B. ist der R”
mit d = Euklid. vollstiandig.)

Fir M C X(X metr. Raum) gilt: M ist abgeschlossen < fiir jede Folge in M, die
gegen ein x € X konvergiert, gilt: z € M.

. Sei (X, d) vollstdndiger metrischer Raum, M; D My D M3 O ... Folge nichtleerer,
abgeschlossener Mengen mit diam(Mj) = sup {d(z,y) : z,y € My} — 0 fir k —
oco. Dann

dzxe ﬂ M;,
keN

4.3 Stetigkeit in metrischen Raumen

Zur Stetigkeit von Abbildungen zwischen metrischen Réumen (vgl[3.1). Seien X,Y me-

trische Rdume, f: X — Y

12



Dann heifit f stetig im Punkt £ € X

& lm J() = 0

&V Folgen (xy),cy mit ILIIOIO xp = & gilt xh_)rgo flag) = f(&)
o Ves0:35>0: VoeBy(e): f(z)€ B (f(z))

f(B5(€))CBe(£(8))
<V Umgebungen V von f(£): 3 Umgebung U von £ : f(U) CV

&V Umgebungen V von f(¢): f~1(V) ist Umgebung von &

Des Weiteren heifit f stetig auf X < f ist stetig in jedem & € X. Hieraus ergeben
sich folgende wichtige Korollare:

1. f stetig auf X < das Urbild f~(V) jeder offenen Menge V C Y ist offen in X.

2. f stetig auf X < das Urbild f=!(V) jeder abgeschlossenen Menge V C Y ist
abgeschlossen in X.

3. Fiir stetiges f: X — R und fiir A € R gilt:

a) {f <A}:={zeX: f(x) <A} ist offen,
b) {f < A} ist offen,
c) {f <A}, {f > A}, {f = A} sind abgeschlossen.

Wie schon bei der ’einfachen’ Stetigkeit von Funktionen festgestellt, sind Summe, Pro-
dukt, Quotient (unter der normalen Voraussetzung, dass der Nenner # 0) und Verket-
tung stetiger Abbildungen wieder stetig. Auflerdem ist eine solche Abbildung genau dann
stetig, wenn ihre Komponentenfunktionen stetig sind.

4.3.1 GleichmiBige Konvergenz
Betrachte X, Ymetrische Rdume, f, fr : X — Y.
Dann konvergiert f gleichméfig gegen f auf X

SVe>0: Ik >ko: Ve e X: d(fi(x), f(z)) <e

Wenn nun f : X — Y stetig (Vk), fr — f gleichmifig auf X = f stetig.
Der Raum Cy(X) der beschriankten, stetigen Funktionen auf X (mit der Supremums-
norm) ist vollstiandig.

4.4 Kompaktheit

Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes (X, d) heifit kompakt, falls fiir jede offene
Uberdeckung (U;);er von M gilt: 3 eine endliche Menge J C I mit Uies Ui D M.
Dabei heit (U;)ier offene Uberdeckung von M, falls:

1. Viel: Ujoffen C X

2. Uie] U >DM

13



Dabei ist I beliebig. Sei M C X, X metrischer Raum, dann gilt:
1. M ist kompakt = M ist abgeschlossen und beschrénkt.

2. Fir M C R" gilt nach dem Satz von Heine-Borel: M ist kompakt < M ist
abgeschlossen und beschrinkt.

3. Falls X kompakt, ist M kompakt < M abgeschlossen.

4.4.1 Satz von Bolzano-WeierstraB3
Sei X ein metrischer Raum, M C X. Dann ist M kompakt < jede Folge in M besitzt

eine in M konvergente Teilfolge.

Auflerdem folgt aus der Kompaktheit des Ausgangsraumes:

1. Jede stetige Funktion nimmt sup und inf an.

2. Jede stetige Funktion ist gleichméfig stetig.

5 Differenzialrechnung

5.1 Differenzierbarkeit
Eine Funktion f: D — R heifit in zg differenzierbar falls:

Fon) — 1 T@) = F@0)

T—T0 xTr — :EO

existiert. f’ heifit Ableitung von f.
Aquivalent zu dieser aus der Schule bekannten Definition verwendet man:

1. Fiir differenzierbare Funktionen gilt:

Vo € D:3¢: D — R stetig in zo, mitf (z) = f (zo) + (x — z9) ¢ (x)

2. Es existiert eine affin lineare Abbildung L : R — R mit

[f () — L(x)] =0, wobei x € D\ {zo},

lim
T—T0 T — X

dabei L(z) = f(zo) + (z — x0) - f'(x).

5.1.1 ,links- und rechtsseitige* Ableitungen

Man definiert ebenfalls die links- bzw rechtsseitige Ableitung als lim f@)=/(zo)

T\To

bzw.

li/m %ﬁ;ﬁxo) Sind links- und rechtsseitige Ableitung gleich, so ist die Funktion an die-
x /o
ser Stelle differenzierbar, die links- und rechtsseitige Ableitung ist gleich der ,normalen*

Ableitung.
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5.1.2 Differenziationsregeln

Seien f und ¢ differenzierbar. Dann sind auch differenzierbar:

(f+9) = f+d
(f-9) = [g+d-f
(g = % fiirg # 0

(feg) = g -(fog)

5.1.3 Ableitung der Umkehrfunktion

Sei f eine Funktion und g := f~! die Umkehrfunktion von f. Dann gilt mit y = f(x):

5.2 Lokale Extrema

Gilt fiir eine Funktion f(x) : D — R und eine Punkt 29 € D f(z) S f(w0), Vo € Be(wo),
so heifit ¢ Extremum bzw. 11\\44?;‘;213:]1

Eine notwendige Bedingung fiir ein Extremum an der Stelle z ist I/ (x0) = 0. Ist zusétz-
lich f”(z¢) = 0 so handelt es sich um ein 11\\4/[?;‘1123;“

5.2.1 Monotonie

Mit hilfe der Ableitung kann man auch eine Aussage iiber die Monotonie einer Funktion
erhalten. Es gilt:
< 0 f streng monoton wachsend
>0 f monoton wachsend
f(x)< =0 f konstant
<0 f monoton fallend
< 0 f streng monoton fallend

5.3 Satz von Rolle

Gilt fiir eine auf [a, ] stetige und auf (a,b) differenzierbare Funktion f(a) = f(b), so
existiert ein £ € (a,b) mit f/'(§) = 0.

5.3.1 Mittelwertsatz

Aus dem Satz von Rolle folgt sofort durch Subtraktion einer linearen Funktion der
Mittelwertsatz: Fiir eine auf [a, b] stetige und auf (a,b) differenzierbare Funktion f gilt

fla) = f(b)

e lab): £1O="""
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5.3.2 Schrankensatz

Ist f: (a,b) — C differenzierbar und die Ableitung beschrinkt, so ist f Lipschitz-stetig.
Es gilt:
|f(z1) = f(w2)| S L-|w1 — a2|, Vi, 22 € (a,b)

5.4 Regel von de I'Hospital

Seien f,g : (a,b) — R differenzierbare Funktionen und ¢'(z) # 0 fiir alle z € (a,b). In
jeder der beiden Situation:

1. f(x) = 0und g(x) — 0 fir x \, a
2. f(z) — oo und g(z) — oo fir z \, a

gilt:
!/
Existiert lim / (x)’ so auch lim @ mit lim

F) S
\a g’(l’) \a g(l‘) \a g’(]}) z\a g($)

5.5 Konvexitat

Eine Funktion f heifit konvexr auf dem Intervall I, falls fiir alle Zahlentripel x1, 2,20 € 1
mit z1 < z < x4y gilt:

Tr9 — T r — T

flz) < fn) +

T X — X2 Tr1 — X2

f(x2)
Dies ist dquivalent zu:
fQz1+ (1= AN)x2) < Af(z1) + (1= A) f(z2), VA€(0,1)
Falls die Funktion f auf dem Intervall I differenzierbar ist, so ist sie genau dann konvex,
wenn die Ableitung f’ monoton wichst. Ist f zweimal differenzierbar, ist f genau dann
konvex wenn f” > 0. Gilt sogar f” > 0, so ist f streng konvex.
5.5.1 Ungleichung von Jensen
Sei f : I — R konvex, Ai,..., A, € RT mit "' ; \; = 1, dann gilt fiir alle xq,...,z, € I:
FOuzr + .+ Azn) < M f(x) + .o+ A f(zn)

5.5.2 Holder- und Cauchy-Schwarz - Ungleichungen

Sei 2], = (307, [2[P)”; p > 1 die p-Norm eines Vektors z € C". Damit gilt fiir p,q > 1
mit 1% + % = 1 und 2 beliebige Vektoren z,w € C" die Htldersche Ungleichung;:

n
> lawwi] < 21l llwll,
i=1

Fiir 2 = ¢ = p ist dies die Cauchy-Schwarz Ungleichung:

{2, w)] < 2] - [[]]
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6 Riemann-Integral

6.1 Integral einer Treppenfunktion
6.1.1 Definitionen

1. Eine Zerlegung Z eines Intervalls [a, b] ist eine Menge von Punkten {z¢ < ... < z,} C
I, s0 dass I = {2 [zh, Trra)-

2. Die Feinheit § einer Zerlegung Z ist 6 = maxxy — Tp_1

3. Eine Funktion f : I — R heifit Treppenfunktion, wenn es eine Zerlegung Z von [
mit den Teilungspunkten xy, . .., x, gibt, so dass f auf den Intervallen (zy,xy + 1)
konstant ist.

Sei f eine Treppenfunktion und Z eine Zerlegung des Intervalls [a,b], so dass f auf
(zk, Tr41) konstant ist. Ferner seien & € (zx_1,xx) und Azy = xp — x_1. Damit ist

b

/f(:c) dz = Zf({k)Aa:k

2 k=1

das Integral von f iiber [a,b].

6.2 Integral anderer Funktionen

Eine Funktion f : [a,b] heiBt Regelfunktion, wenn sie in jedem Punkt = € [a, b] sowohl
einen linksseitigen als auch einen rechtsseitigen Grenzwert hat.

Eine Funktion f : [a,b] ist genau dann Regelfunktionen, wenn es eine Folge von Trep-
penfunktionen ¢, gibt mit ||f — ¢n| — 0 fiir n — oo, das heifit sie ist durch eine
Treppenfunktion approximierbar.

Sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion. Sei Z eine Zerlegung von [a,b] mit den Tei-
lungspunkten xg, ..z, und der Feinheit d, sowie & € (zx_1, ). Dann ist

b

finy >~ /(@) = [ @) s

a

Das Integral von f iiber [a, b].

6.3 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Sei f eine stetige Funktion und p eine Regelfunktion mit p > 0. Dann gibt es ein £ € [a, b],
so dass

[ @) az = 1) /b p(z) da

a
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6.4 Fundamentalsatz der Differential und Integralrechnung

Jede Regelfunktion f besitzt eine Stammfunktion F', das heift F’ stimmt fast iiberall mit
[ iiberein. F(z) = [ f(y) dy ist eine Stammfunktion zu f(z). Fiir jede Stammfunktion
F zu f gilt:

b
/fuwsz@—Fm>

Mit dieser Eigenschaft lassen sich Differenziationsregeln auf die Integration iibertragen.

6.5 Integrationsregeln
6.5.1 partielle Integration

Die partielle Integration ist die Kettenregel der Differentialrechnung auf die Integral-
rechnung iibertragen. Sind f und g differenzierbare Funktionen so gilt:

b
!/ﬂ@ﬂmdx—ﬂwwwm—/fmmuwm

6.5.2 Substitution

Ubertrigt man die Kettenregel der Differentialrechnung so erhélt man die Substituti-
onsregel der Integration:

b t(b)
[ #eant@ az= [ 10 a
a t(a)
6.5.3 Partialbruchzerlegung

Das Integral einer rationalen Funktion R = g, f, g Polynome, ldsst sich mit Hilfe der
Partialbruchzerlegung berechnen: Es existiert eine Darstellung von R in der Folgenden
Art:

A1k, A1k —1 N aii + Q2o

R= .
Pt (ng —x)f  (ng —a)h—1 ni—x (ng—x)k2

Wobei p ein Polynom ist. Hat man die Koeffizienten a;; bestimmt, so 148t sich das
Integral jedes einzelnen Summanden und damit auch der Gesammten Funktion R leicht
berechnen.

6.6 Uneigentliche Integrale

Fiir die Berechnung von Integralen offener Intervalle setzt man fiir f : [a,b) — R:

b B
/f(x) dx—};i;ri/f(x) dx

Ebenso werden die Integrale iiber (a,b] und (a,b) definiert.
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6.7 Integralkriterium fiir Reihenkonvergenz
Sei f eine monoton fallende Funktion mit f > 0. Dann konvergiert die Reihe

n+1

an =) [f(k)= [ f(z)dz
- |

1
und es gilt:
0 < lim a, < f(1)

n—oo

Hieraus folgt: Die Reihe )7, konvergiert genau dann wenn das Integral floo f(x) dz
konvergiert.

7 Differenzialrechnung in hoheren Dimensionen

Hier gilt, wenn nichts anderes definiert wird:
UcCR" offen #0; f:U - R, 2= (x1,....,2n) — f(T1,...,2p)

7.1 Richtungsableitung, Partielle Ableitung

Definitionen:

1. f heit im Punkt © € U partiell differenzierbar in der i-ten Koordinatenrichtung,
falls f; an der Stelle x; € R differenzierbar ist.

2. f heifit partiell differenzierbar in U, falls f partiell differenzierbar in jedem Punkt
x € U und in jeder Richtung i € {1,...1n}.

3. f heiflt stetig partiell differenzierbar, falls f partiell differenzierbar und die parti-
ellen Ableitungen D1 f, ..., D, f stetig in U sind; kurz: f € C' (U) = C! (U,R)

4. Die Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung a, (a € R",|ja| =1)
wird, falls sie existiert, wie folgt definiert:

DF (@) lim + 1 (2 + ta)  f (2)]

t—

Es gilt fiir f € C* (U), Vx,Va: D, f (z) existiert und
Daf () = {gradf (2),a) = Vf (1) -a = 3 Dif (&) as fitr a = (a1, -, an)
=1

5. f heifit k-mal (stetig) partiell differenzierbar, falls f (k-1)-mal (stetig) partiell diffe-
renzierbar und falls alle partiellen Ableitungen der Ornung (k-1): D .Di,D;, f
Vi, ...,ix; k € {1,...,n}) (stetig) partiell differenzierbar sind.

Tg—1°
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6. Der Satz von Schwarz: Ist eine Funktion f : U — R zweimal stetig partiell diffe-
renzierbar, dann gilt:

VeeU, i,j € {1, . ,n} : DlD]f(:L‘) = D]le(x)

Differenzialoperatoren in kartesischen Koordinaten:

f(z) R" =R f(z) R" - R"
Vf(x)=gradf(z) = (%T]; V x f(z) =rotf(z) = %J;z Zggﬂ
Af(z) =V - (Vf(@)) = (f+ P+ T0) | Vi) = divf@) = (U + 7 f+ Y

7.2 Totale Differenzierbarkeit

UcCR"f:U — R™ heiBt (total) differenzierbar im Punkt z € U (vgl. [2), falls
3 lineare Abbildung L : R™ — R™, so dass in einer Umgebung von x gilt:

fx+h)=f(z)+ L-h+ R(h)

wobei fiir das Restglied R gilt: Igir% % = 0 kurz: R(h) = o(]|h]])

Aus der totalen Differenzierbarkeit folgt:
1. f ist stetig in x.

2. Alle Koordinatenabbildungen f;, (i = 1,...,n) sind partiell differenzierbar in z in
jeder Koordinatenrichtung e;, (j = 1,..,m).

grad fi(z) Difi -+ Dnhfi
3. L = Jacobi-Matriz Df(x) = : = : : von f

grad fm(x) lem anm
im Punkt z, d.h. L;; = D; fi(z); falls m = 1: L = grad f(x).

4. In z existieren Richtungsableitungen in jeder Richtung a, wobei D,f = L - a

Man bezeichnet die Abbildung df : U x R™ — R™ als Differenzial von f, gelegentlich
auch f'(z).
Fiir Standardbasen kann man df (x) mit der Jacobi-Matrix D f(x) identifizieren.

stetig (partiell) differenzierbar

4
Es gilt: (total) differenzierbar

4

partiell differenzierbar
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7.2.1 Kettenregel

Seien U CR™®, VCR™ F:U—-V,G:V—-RfFund h=gof:U — R".

Falls f in z € U differenzierbar ist, und g in y = f(z) € V, so ist auch h in z differen-
zierbar und fiir das Differenzial gilt: dh(z) = dg(x) o df (), kurz: h'(z) = ¢’ (f(x))- f'(x)
In den Standardbasen gilt also fiir die Matrizen:

Dh(z) = Dg (f(z)) - Df(z), d-h. Djhi( Zngz - D fi(x)

7.3 Taylorreihen

1. zunichst fiir n = m = 1: Sei I C R ein Intervall, f € C**1 (I,R); =,  + € € I.
Dann gilt:

a) Die Taylorsche Formel:

¢ ¢
fla+&=f@)+ (@) &+ @) 5+ + fP@) 5+ Ry (6)

¢ ok
mit Riy1 (§) = /0 Y @+ 1) - « k!t) dt

b) Lagrange-Form des Restgliedes:

£k+1
(k+1)!

INe[0,1]: Ry (&) = fFEH) (2 + A6) -

Wir behaupten nicht, dass Ry (§) — 0 fiir k¥ — oo. Falls jedoch fiir f € C* (I,R)

die Taylor-Reihe
(x+¢&) = Z A

konvergiert, und Ry, (£) — 0 fiir £ — oo, dann gilt:
Ty(x+&) = f(z+¢)
2. Mehrdimensionale Taylorformel, hierzu benttigt man folgende Definitionen:
a) Fiir n-Tupel natiirlicher Zahlen « = (ayq,...,a,) € N gilt:

la| = a1 + ... + ay, sowie

al=oaq! ... ap!
b) Fiir x = (z1,...,2,) € R":
z = z? xon

21



c) Fir z,£ e R": [|z,&]] = {x+t&: t €]0,1]} ist dies die Strecke zwischen x
und = + &.

Damit schreibt sich dann die Taylorformel fiir f € C*¥*1(U,R), [|z,£¢|] C U so:

e Pt =Y D@ St Y Do S
la|<k T jal=k+1 :

Aus der mehrdimensionalen Taylor-Formel ergeben sich mehrere (wichtige???) Folgerun-

gen (es gelten die gleichen Voraussetzungen fiir Vz, f, k wie im Satz):

1. Vf,Vx,Vk, (V¢ in Umgebung von 0) : 3! Polynom P, vom Grad < k mit:
f (@ +€) = Ple) + o (IIF)

2. k=0: Py(§) = const. = f(x)
3. k=1 P (&) = f(z) + 20, Dif (0)& = [(2) + (Vf(2),6)
4. k=2:Vf € C?*(U,R),Vx € U,V¢ in Umgebung von 0: Sei nun

a) c= f(x),
b) b= Vf(x) Gradient von f in x’,
c) A: die symmetrische und reelle Hesse-Matriz von f(x), A := (D;D;)

ij=1,...n

Dann gilt: .
flate=ct+ b6 +5(&A & +o(lEl)

7.4 Lokale Extrema
Definitionen: Sei U C R offen # 0, xg € U
1. f hat lokales Minimum in z¢ < 3 Umgebung V von xo : Vo € V : f(x) > f (z0)

2. f hat isoliertes (oder striktes) Minimum in xy < 3 Umgebung V von z¢ : Vz €

Vi f(@) = f(x0)
3. analog fiir Maxima.
4. Fiir f € C'(U,R) : xg ist kritischer Punkt von f < V£ (1) = 0

Hat nun f € C" ein lok. Extremum in zg, so ist zg en kritischer Punkt.
Satz diber Extrema: Sei f € C%(U,R), x¢ € U mit Vf (z0) =0

1. Hess f (zp) negativ-definit = isoliertes Maximum in xg

2. Hess f (z¢) negativ-semidefinit in Umgebung von xy = lokales Maximum in z
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3. Lokales Maximum in zg = Hessf (zo) negativ-semidefinit
4. Analog fiir Minima...

In diesem Zusammenhang: 'Erinnerung’ an den Satz von Hurwitz:

aip - Qg
A > 0 (A positiv-definit ) < Vk =1,...,n: det oo >0

ag1r - Okk

7.5 Harmonische Funktionen

Mazimum-Prinzip(vgl. :

Sei U C R™ beschrinkt, offen und nichtleer, f € C?(U) N C’(U) mit Af =0in U
("harmonisch in U’).

Dann nimmt f ihr Maximum und ihr Minimum auf dem Rand QU an.

Bemerkung:

1. f € C*(U) heiBt subharmonisch in U, falls Af(z) > 0
2. Fiir n =1 und f € C? gilt: f subharmonisch genau dann wenn f konvex.

3. Fiir alle n: f konvex = f subharmonisch und f € C2.

7.6 Konvexe Funktionen

Definition (vgl. B.5): U € R", f: U — R heifit konvex Vzg,z1 € U mit [|zg,z1]] C
U, VA€ 0,...,1]:

fQz+ (1= AN)x2) S Af(z1) + (1= A) f(z2), VA€(0,1)
Falls f € C%(U), gilt:
1. f konvex genau dann, wenn Hess f(z) > 0 (Vz € U)

2. f strikt konvex < Hess f(z) > 0 (Vx € U)

7.7 Implizite Funktionen

Es geht in diesem Abschnitt um die Frage: Kann man die Gleichung F(x,y) = ¢ wenigs-
tens Vx innerhalb eines bestimmten Intervalls nach y auflosen?
Zunéchst der Satz, der erkliart, wann dies funktioniert:

1. Satz iiber implizite Funktionen:

Seien U; C R¥ , Uy C R™ offen, sei F': Uy x Uy — R™ stetig diffbar, sei schlieflich
a € Uy, b€ Us mit
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a) F(a,b) =0

b) %Z’b) invertierbar

Dann 3V, C U, Vo C Us Umgebungen von a bzw. b; dg : Vi3 — V5 mit

F (z,9(x)) = OVz € Vi; g(x) ist die einzige Losung, die in V3 liegt.

2. Satz tiber die Differenzierbarkeit impliziter Funktionen:
Seien Uy, Us, F, g wie im obigen Satz.

Dann existieren Umgebungen ffl 3 a, Vg > b so dass V(z,y) € 171 X Vg
- - . : d : : :
g: Vi — V; stetig differenzierbar und 8—F (z,y) invertierbar ist
Yy

und
~1
;Ug(x) = — <(?9§ (x,g(a:))) : 25(3},9(%))

7.8 GleichmaBige Stetigkeit und Konvergenz

Zu diesem Thema hatten wir hier 3 Sétze, wobei der erste bereits in bewiesen

wurde:

1. Sei (X,d) metrischer Raum, f; : X — R. Wenn nun f; : X — R stetig (Vk),

fr — [ gleichméfBig auf X = f stetig.

2. Seien f, : [a,b] — R stetig(Vn € N) und f, — f gleichméBig konvergent fiir

n — o0o. Dann )

lim [ fu(t) dt = / b £(t) dt

—
n—oo a

3. Sei X metrischer Raum, f: X X [a,b] — R stetig und F': X — R ist definiert

als F(z) = f: f(z,t) dt 'paramterabhingiges Integral’.
Dann ist F stetig auf X.

7.9 Umkehrsatz und Extrema unter Nebenbedingungen

Der Umkehrsatz

Sei U C R"™ offen, f: U — R stetig differenzierbar und D f (yo) invertierbar fiir yo € U.
Dann 3 offene Umgebung W5 von yg so dass f: Wy — Wy, Wy := f(Ws) bijektiv ist

und stetig differenzierbar. Es gilt

D(f™Y) (@)= (Df (f () 'V e W

Lokale Extrema unter Nebenbedingungen
Sei A C R™ offen, f, h: A — R stetig differenzierbar, dann gilt:
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Fiir jede lokale Extremstelle a von f unter der Nebenbedingung h = 0 fiir die V f(a) # 0
existiert ein A € R, ein sogenannter Lagrange-Multiplikator, mit

Vf(a) =\ Vh(a)

7.10 Vertauschbarkeit
7.10.1 Vertauschbarkeit von Limes und Ableitung

Seien f, : [a,b] — R stetig differenzierbar, f, — f punktweise auf [a,b] und f], — ¢
gleichméBig auf [a, b].
Dann ist f differenzierbar und f’ = g, d.h.

i i) = @) € fa,t) oder i (o)) = - (Jim fu(o)

7.10.2 Vertauschbarkeit von Differenziation und Integration
Sei U € R" offen, i € {1,...,n} f: U X [a,b] — R mit
1. t— f(x,t) stetig auf [a,b]Ve € U
2. x — f(x,t) partiell nach x; differenzierbar auf U(Vt € [a, b]
3. (z,t) — Dy, f(z,t) stetig auf U X [a, b].

Dannist F': U — R, F(x) := f;f(m,t) dt nach z; stetig partiell differenzierbar, und
es gilt:

7.11 Potenzial zu Vektorfeld

Sei U C R" offen, sternformig (3wo €U : Yz € U : [|z,z0|] CU), V € CL(U,R") ein
Vektorfeld. Dann gilt:
If e C3U,R): V =VFf
-

Vi,j: DjV;i=D;Vj(inn=3: VxV =0)

7.12 Dirichlet-Problem fiir Laplace-Gleichung im Halbraum

Zunéchst wird definiert: der "Triger von f’ = supp(f) := kleinste abgeschlossene Menge
A mit f =0 auf CA.

Gegeben ist eine Funktion f € C (R”_l), auBerdem gelten die Bezeichnungen: x =
(Z,7,) €ER" I xRy*, dh. z = (1,...,z,_1)(dito fiir y,7)

Gesucht wird nun eine Funktion v : R® — R, u € C? (}R+ * XR”_I) Nnc (]R”_1 X R+),
die folgende Bedingungen erfiillt:
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1. Au(x) =0 in Ry x xR

2. lim wu(z)=f(y)

z—(y,0)

Die eindeutige Losung ist:

. { [ F@)pe, (—9) dg, 2, >0
u(Z,xy) =

Rn— 1
f(Z), xn =0
wobei
N m r(3)
Dz, (Z) = & - —a~ der Poisson-Kern ist.
(2> +23)z 72
Hier kommt die Gamma-Funktion zum Einsatz, sie ist u.a. definiert als I'(z fl tr—1.

~t dt und erweitert die Fakultiits-Funktion auf die positiven reellen Zahlen
Es gelten folgende (mindestens fiir den Beweis) interessante Bemerkungen:

1. (A + W) ¢ (Z) =0 (V¢ >0, Vo e R" 1),
2. u ist stetig auf R"~! x R,

3. uist die eindeutige Losung des Dirichletproblems auf Grund des Maximum-Prinzips
(vgl.[7.5).
7.12.1 Wirmeleitungsgleichung

Sei f € C (R™) mit kompaktem Tréiger. Dann ist die eindeutige Losung u € C* (R x R% )N
(R™ x R4) mit

<Ax - gt) u(z,t) =0, u(z,0) = f()

Hier gilt:

pi(z) = (2mt) 7 e p[_llzﬂ

7.13 Euler-Lagrange-Gleichungen und Hamiltonsches Prinzip

Definition:
1. Es gelte

a) Wirkungsintegral S: K — R, K := {¢ € C*([a,b]) : ¢(a) =c, ¢(b) =d}
b) Lagrange-Funktion L : [a,b] x R® xR"® — R, L ist C?-Funktion. Es gilt stets:

= fﬁ(ta ¢(t)a ¢/(t)) dt
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2. Erste Variation von S in Richtung h im Punkt ¢ ist

S(8) = 45 6+ 1) |omo

3. S heifit stationdr im Punkt ¢, falls 0,5(¢) = 0 (Vhe Kp) wobei
Ko = {¢ € C*([a,}]) : ¢(a) =0, ¢(b) =0}

Dann gilt
1. Falls S ein Minimum in ¢ hat, dann ist S stationér in ¢.

2. S ist genau dann stationér in ¢, wenn ¢ die Fuler-Lagrange-Differentialgleichungen
erfiillt (es sei ¢(t) =y, ¢'(t) = p):

d d iy - 9 /
it 9y (6008 0) = 5-L(6,00).6/(1)

Das Hamiltonsche Prinzip besagt, dass eine Bewegung stets so verlauft, dass das zu-
gehorige Wirkungsintegral minimiert wird.
8 Gewohnliche Differenzialgleichungen
Definitionen:
1. Eine gewdohnliche Differenzialgleichung 1. Ordnung ist eine Gleichung der Form
T =F(tx)
Dabei soll gelten: U C R x R” sei offen, F': U — R” stetig.

2. Eine Ldsung der gewdhnlichen DGL ist eine differenzierbare Funktion ¢ : I — R"
mit [ Intervall in R: Ve e I: (t,¢(t)) € U und ¢(t) = F (¢, ¢(t)), bzw:

¢i(t) = Fi(t,6(t)) (Vt€l, Yi=1,...,n)
3. Gewdhnliche im Unterschied zu partiellen DGL ( z.B. (%g—;) o(t,x) = F (t,z, o(t, a:)))
haben nur eine eindimensionale Variable.
4. Eine gewéhnliche DGL k-ter Ordnung ist von der Form z(¥) = F (t, T, T, ... ,x(kfl))

Eine solche ldsst sich immer auf eine DGL 1. Ordnung mit &k zusétzlichen Dimen-
sionen zuriickfiithren.
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8.1 Eindeutigkeitssatz

Hierzu zunéchst die Definition (vgl. [B.1)):

F heiBt lokal Lipschitz-stetig in der Variablen x < V(t,z) € U : 3 Umgebung V mit
F|,, Lipschitz-stetig in der Variablen .

Sei U offen, F' stetig und in der z-Variablen lokal Lipschitz-stetig. Sind v, ¢ zwei Lésun-
gen der DGL & = F(t,x) in einem Intervall I mit ¢ (o) = ¢ (to) fiir ein ¢y € I, so gilt:
o(t) =¢(t) vt € 1.

(Nicht nur?) fiir den zugehorigen Beweis interessant ist das Lemma von Gronwall:

Sei I Intervall, g: I — R > 0 stetig mit

t
JA,B>0,tgel: Viel: g(t)<A-|[g(s)ds|+B
to

Dann gilt: g(t) < B - A (t—to)

8.2 Existenzsatz von Picard-Lindelof

Sei U offen, F stetig und lokal Lipschitz-stetig in = Variablen.

Dann gilt ¥V (tp,z9) € U : Je > 0 und eine Losung ¢ auf I = [tg — €, tp + €] der DGL
& = F(t,x) mit Anfangsbedingungen x (typ) = z(. Diese Losung ist der gleichméBige
Limes der Funktionenfolge ¢y : I — R™ mit ¢o(t) := xo,

brat () = 70+ /F (5, d(s)) ds (Vk € No, ¢ € )

to

Nicht nur fiir den Beweis diese Satzes benotigt man den

8.3 Banachscher Fixpunktsatz

Sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum, T : X — X eine Kontraktion (fiir diese
gilt: IN<1: d(Tp, Te) < X-d(p,7)).

Dann 3! Fixpunkt z € X mit T (z) = z.

Vag € X gilt: xp — Zp in X fiir £ — oo, falls man iterativ definiert: x4 = T (z1)

8.4 Losungsverfahren 1: Separation der Variablen

Fakten:
Sei U offen, F stetig und lokal Lipschitz-stetig in = Variablen.

1. Eine Losung ¢ : I — R" von
&= F(t,LU), l’(to) = T

zu vorgegebenen (tg, xg) € U heifit Mazimallésung, wenn fiir jede andere Losung
¢ J — R" der DGL gilt: J C I und ¢|, = .
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2. V(to,x0) € U existiert genau eine Maximallosung der DGL (definiert auf einem
offenen, eindeutigen Intervall I).

3. Sei ¢ : |a,b|— R Maximallosung. Falls b # oo, so verldsst die Kurve (¢, ¢(t)) jedes
Kompaktum K € U immer wieder fiir ¢ / b, d.h.

VK kompakt C U, VB <b: 3t e [B,b]: (¢, (1)) ¢ K
Analog fiir ¢\ a, falls a # —oo0.

4. Es sei zusétzlich U = I x R™ und F sei linear beschrdnkt im folgenden Sinne:
Va,f € I: 3Cy,C1: YVt € [a, (], Ve € R": |F(t,z)| < Co+ Ci|x|
Dann existiert die Maximallésung auf ganz I.

Losungsverfahren 1: Separation der Variablen

Hierzu am einfachsten ein Beispiel:

=2 & ‘fl—f = 22 nun wird mit den Differentialen gerechnet, als wiren es normale
Bruche = L dx = dt, und nun kann man Integrieren:

I dx—fdté—*—i-C—t@x(t) o=

8.5 Lineare gewohnliche Differenzialgleichungen

Eine gewohnliche DGL (s.o.) heifit genau dann linear, wenn F von der Form ist: F'(t,z) =
A(t) - © + b(t), wobei

an(t) e aln(t) bl (t)

At) = : : € Mat (n,R), b(t) = : € R™. Man definiert:
an1(t) ... apn(t) bn ()

Sei K € {R,C},sei Il CR, n € Nund A: I — Mat(n,K), b: I — K" jeweils

punktweise stetig.
Die DGL ¢/(t) = A(t)y(t) + b(t) heifit

1. die zu (A, b) assoziierte lineare Differenzialgleichung
2. homogen, falls b = 0, sonst inhomogen.

Auflerdem bezeichnet man die Menge aller Losungen der inhomogenen DGL mit L;,;,
sowie die Menge der Losungen des homogenen Systems mit Lp,p,.
Es gilt dann:

1. Sei tg € I, yo € K". Dann existiert genau eine Losung vy : I — K" von
y'(t) = A(t)y(t) + b(t) }
y (to) = yo

2. Sei nun n = 1, der Rest identisch, des Weiteren a(t) := a11(t). Dann ist die Lésung
y: I — K" explizit gegeben durch:
t t
y(t) = ye(t) - | vo +/b(s) : yk_l(s) ds | mit yx(t) = exp /a(s) ds

to to
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3. Lpom ist ein n-dimensionaler Vektorraum.

4. Eine Basis (yz)zgn von Lpom heifit Fundamentalsystem.
n

5. Linh =Y+ Lnom VY € Linh < Linn = {??4- DoAY AL, A € K}
i=1

i)y -+ (walt)
6. Sei alles wie zuvor definiert, sei M (t) € Mat (n,K), M(t) = : : :

) - ),

Dann existiert M (t)~!,Vt € I und fiir jedes v € K™ ist § € L5, wobei
t
() = M(t) /M<s>—1 b(s) ds+ v
to

7. Sei @(t) = g(t) - h(x(t)) gegeben mit g : I — R, h: J — R stetig, h # 0. Wihle
(to, o) € I x J, und definiere schlieflich:

G(t) = / o(s) ds, H(z) = / h(ly) dy

Dann gilt fiir I’ C I mit to € I’ und G(I') C H(J) : 3! Losung ¢ : I’ — R der
DGL mit ¢ (tg) = x¢. Diese ist gegeben durch:

o(t) = H' (G(t))

8.5.1 Lésungsverfahren 2: Variation der Konstanten

Man 16st inhomogene lineare DGL(-Systeme ) falls man schon die Losung der homo-
genen DGL (des homogenen Systems) kennt mit Hilfe der Methode der Variation der
Konstanten:

Sei (y;); Fundamentalsystem von Losungen der DGL. Ansatz:

n

y(t) = Z ci(t) - yi(t)

i=1
eine kurze und schmerzlose Rechnung ergibt:
Z c(t) -yi(t) = b(t) & M(t) - (t) = b(t) = (t) = M (t)b(t)

wobei nach dem Aquivalenzpfeil auf die oben bereits definierte Matrizen-Schreibweise
zuriickgegriffen wurde. Eine einfache Integration liefert somit c(t).
Eine andere Sichtweise liefert der Propagator:
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1.

Die Loésungen ¢ der homogenen DGL gb = A - ¢ bilden einen n—dimensionalen K—
¢11 .. P
Vektorraum mit der Basis ® = (¢1,...,¢,) = oo, hierbei gilt:

¢n1 v ¢TLTL
(¢1,...,¢n) sind linear unabhéngig < det ®(t) # 0 (Vt € I) < det (o) # 0.
Ferner gilt ® = A - ®, und mit dem Propagator:

B(s,t) == B(t) - B(s)"! (Vs <t)
die Losung ¢ der homogenen DGL (s.0) mit ¢ (t9) = ¢ ist gegeben durch
¢(t) =& (t, to) )

. Ist ¥ eine Losung der inhomogenen DGL U = AT + b, so gilt fiir jede andere

Funktion ¥ : ¥ ist Losung von ¥ = AV + b < U € U + L. Es gilt:
t t
W(t) = B(t) - /cp(s)—lb(s) ds+® (o) o | = /@(s,t) b(s) ds + ® (to, 1) 70

to to

8.5.2 Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Gegeben ist folgende (homogene) DGL:

2™ @) +ap_1 -2V + . Fay-i(t) +ag-z(t) =0

mit den Konstanten ag,a1,...,a,—1 € C, a, := 1. Man betrachtet hierzu ein Polynom
P e C(D):

P(D):=D"+an_1-D" V4 . +a;-D+ag

damit kann man dann die DGL also auch so schreiben: P (%) z(t) = 0.

1.
2.

/VAEC: P(£)e) =PA) P

Sind A1,...,\x € C Nullstellen von P, so sind ¢1(t) - e*, ..., ¢p(t) - e} Losungen
der DGL.

Ist £ = n und sind alle \; von einander verschieden, so bilden (¢1,...,¢,) ein
(Losungs-)Fundamentalsystem der DGL.

Das Polynom P habe die paarweise verschiedenen Nullstellen A1, ..., A; mit Viel-
fachheiten ry,..., 7 (dabei ri + ...+ 7, =n).
Dann bilden die Funktionen

pr1=eMt Py =t-eMt L gy, =t Mt

Go1 = €M, oy =t-eM L By, =12l M

¢k1 = ekkt) ¢k2 =t- eAkta EER) ¢k7‘k = trk_l : 6>\kt

ein Fundamentalsystem der obigen DGL.
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9 MaBtheorie und Lebesgue-Integration

9.1 Definitionen der MaBtheorie
9.1.1 o-Algebra

Sei 2 eine Menge, A € P () die Messbaren Mengen und u : A +— Ry ein Maf. A heifit
o-Algebra auf €2, falls:

1. Qe A

2. Be A=(BecA

3. B Afirallene N= |J B, A

n=1

Man nennt (€2, A) Messraum und die Mengen B € A messbar.
Fiir eine o-Algebra A gilt:

1. Ist B, € A so auch |J B, :C<U3Bn> und J () Bk

n k>n
2. Die einfachsten o-Algebren sind P (€2) und {0, Q}.

3. Sind A; o-Algebren, so auch A=) A4;

Eine wichtige o-Algebra ist die Borelsche o-Algebra B (2) = o ({U C Q : U offen}) Spe-
ziel gilt fir Q@ =R : B(R) = o ({Ja,b[ : a,b € Q})

9.1.2 MaB, Lebesguemal
Eine Abbildung p : A — [0, 00] heiBt Maf auf dem Messraum (£2,.4) falls gilt:

L p(@)=0

o o
2. ,u,<U Bn): > uBy, fiir alle B, € A, n € N mit B, N By, =0 fiir n # k
n=1

n=1

Man nennt (92,4, 1) Maraum
1 heifit

e endlich, falls ;1 (2) < oo
e o-endlich, falls fiir ©,, € A mit p(Q,) < oo gilt p < U Qn> < o0
n=1

e Wahrscheinlichkeitsmaf}, falls () =1

e Lebesguemaf, falls Q =R, A= B(R) und p(]a,b]) =b—a fir alle a,b € R
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Fiir jedes Maf} p auf (Q,.A) gilt
1. VA BeAACB= u(A) <u(B)
2.VABeA: p(A)+u(B)=pn(AUB)+pu(ANB)

3. VABeA: u(AUB) <u(A)+p(B)

4. VAnGA,néN:M<G>§ iu(An)
n=1 n=1

Man setzt o(Ag) = [{A: Aist o-Algebra, Ay C A}. Ap heiit Erzeuger von o(Ayp).
Gilt zusétzlich VA, B € Ay : AN B € Ay, so heifit Ay [)-stabiler Erzeuger.

9.1.3 PramaB

Eine Menge A C P () heifit Algebra auf Q falls:
1.Qc A
2. AcA=(0A4eA
3. ABe A= AUBecA
Eine Abbildung p : A — [0, 00| auf einer Algebra A heifit Pramafl falls:

L (@ =0

2. VA, € Adisjunkt mit |J A, = -7, pu(A4y).
n=1

9.2 Fortsetzungen von Mallen
9.2.1 Eindeutigkeit der MaBfortsetzung

Seien p1 und pe MafBle auf (2, .4), Ag sei ein [)-stabiler Erzeuger und es existieren €, €
Ao mit Q,, 7 Q, p11(2y,) < 0o und pa () < 0o. Gilt auerdem g1 (A) = p2(A), YA € Ay,
S0 ist p1 = po auf ganz A.

9.2.2 Fortsetzungssatz von Carathéodory

Sei pg ein o-endliches Pramaf} auf einer Algebra A. Dann existiert genau ein Mafl u auf
o(A) mit po(A) = u(A) fiir alle A € A
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9.3 Messbare Funktionen

Seien (2,.4) und (', A") zwei Mafiriume. Dann heifit eine Abbildung f : Q — '
messbar, genauer A/A’-messbar, falls VA’ € A’ : f~1(A’) € A. Hierbei ist f~1(4’) =
{xr e Q: f(z) € A'}. Eine A/B(R)-messbare Abbildung f : Q — R heifit messbare Funk-
tion.

Alle stetigen Funktionen sind messbar.

Seien f,, messbare Funktionen, dann sind auch messbar

1. lﬂ:::E:Zzlfh
2. Fo =021 [n
3. foo = lim f,

4. inf f,, sup fn
neN neN

5. liminf f,, limsup f,
n—oo n—oo

Eine Funktion f heiflt elementar messbar falls gilt f = Z]:L:1 anla, mit a, € R und A
messbar.

Jede messbare Funktion f ldsst sich durch elementar messbare Funktionen approximie-
ren, das heifit es existieren elementar messbare f,, mit f = nhﬂnolo fn

9.4 Definition des Integrals

Hier seien (2, A, 1) ein Mafiraum und f : Q — R eine messbare Funktion.

9.4.1 Integral einer Indikatorfunktion

Man definiert das Integral einer Indikatorfunktion f =14 als
/1A dp == p(A)
9.4.2 Integral einer Elementarfunktion

Sei [ = Zle a;la, mit k € N, A; € A, o; € [0,00[. Seien 0.B.d.A 4; disjunkt (immer

moglich). Dann ist das Integral definiert als:

k
[ dn=Y anta)
=1
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9.4.3 Integral einer nicht-negativen Funktion

Sei f: Q> R,. Dann existiert eine Folge von elementar messbaren Funktionen f, mit
lim f, = f. Man definiert das Integral von f dann als:

/f@:hm/hMme/h@

9.4.4 Integral einer messbaren Funktion

Sei f : ©Q + R messbar. Ferner seien f, = max{f, 0} und f_ = max{—f,0}. f heifit
integrierbar, falls [ |f] du < oo. In diesem Fall setzt man das Integral von f als:

[ran=[ran- |1 a
A/fdu:—/lA-fdu

Man bezeichnet mit £! (€2, A, 1) die Menge aller reellwertigen p-integrierbaren Funktio-

Fiir A € A definiert man

nen.
Unterscheiden sich zwei Funktionen nur auf einer Nullmenge (Menge mit dem Ma$ 0),
so sind ihre Integrale gleich.

9.5 Bezeichnung zur Integration

1. Eine messbare Menge A heifit Nullmenge, falls u(A) = 0.
2. Eine Eigenschaft heifit u-fast-tiberall, falls sie nur auf einer Nullmenge nicht gilt.
S fdu= [ f(@) dp(x) = [Qf(z) p(de)

. Fiir das Lebesgue-MaB im R™: [ f du= [ f(z) dz = [ f(z) d"«
Im R: f; f(z) dz:= [ Ligp f dp = fl]a’b[f du

w

W

9.6 Die Konvergenzsatze
9.6.1 Satz von der monotonen Konvergenz (Satz von Beppo Levi)

Sei f,, eine Folge monoton wachsender messbarer nicht-negativer Funktionen. Dann ist:

J (o) o f .

/lim fn dpu = lim /fn dp
n—oo n—oo

beziehungsweise
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9.6.2 Lemma von Fatou

Sei f,, ein beliebige Folge nicht-negativer messbarer Funktionen, so ist
/lim inf f, du <lim inf/fn du
n—oo n—oo

9.6.3 Satz von der majorisierten Konvergenz (Satz von Lebesgue)

Seien f, fn: Q2 — R messbar mit f, — f (u-fast-iiberall) und es existiert eine integrier-
bare Funktion g : Q — R mit |f,| < g (u-fast-iiberall). Dann gilt:

lim /fn d,u:/ lim f, du
9.7 Fundamentalsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Sei f : [a,b] — R, a,b € R eine differenzierbare Funktion mit der beschrénkten Ableitung
f'. Dann ist f’ integrierbar und es gilt:

9.8 Bildmale

Seien (€2, A, 1) ein Mafiraum und (£, A’) ein Messraum. Sei ¥ : Q — ' eine messbare
Abbildung. Dann ist das Bildmaf i/ = W,p von p unter ¥ auf (', A’) definiert als

p(A)=p(@1(4) vaded
Fiir die die Integration mit Bildmaflen gilt:
L fo fdi' = [ (fo®) du, falls f >0 oder p/-integrierbar

2. f ist p/-integrierbar < f o U ist u-integrierbar

9.9 Mehrdimensionale Integration
9.9.1 ProduktmaB

Seien (21,41, 1) und (Qg, Az, u2) zwei MaBraume. Dann definiert man auf dem Produk-
traum Q = Qg xQy die Produkt-o-Algebra A = A1®0Ay = 0 ({41 X Ay : A] € Ay, Ag € As}),
sowie das eindeutig festgelegte Produktmaff p = p1 ® pg auf (2,.4) mit p(A4; x Ag) =
Hl(Al) . MQ(AQ), VA1 € A1, Ay € As.

w heiBt Lebesque-Borel-Maf$ auf R™ falls p Maf auf (R™, B(R")) ist und gilt

n

p (st ta] X o x s, ta]) = [ [ i — si

=1
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Erweitert man dieses Maf§ auf die Vervollsténdigung B*(R™) von B(R™) so erhilt man
das Lebesgue-Mayfs.

Im folgen wird, sofern nichts anderes angegeben ist, das Lebesgue-Maf} u,, auf dem R"
betrachtet.

9.9.2 Satz von Fubini

Sei (2, A, pt) ein MaBraum mit einem Produktmaf wie eben. Sei f : Q — R € L1(Q, A, 1)
Dann ist f(x,.) € LY, A1, u1) und f(z,.) € L1(Q2, As, po). Es gilt fiir dieses f oder
f > 0 messbar:

/Qf dp = /Q1 [ Q2f(ﬂc,y) duz(y)] dp(z) = /Q2 [ Qlf(sv,y) dpr ()| dpa(y)

9.9.3 Cavalierisches Prinzip

Sei K € R™ messbar und V¢ € R sei K; = {y € R"!: (y,t) € K} der ¢-Schnitt von K.
Dann ist u, (K) = ffooo pn—1 (K;) dt. Insbesondere gilt fiir alle K, L falls p,—1 (Ky) =
tn—1 (L¢) fiir alle ¢t € R™ so gilt auch p, (K) = pin, (Ly)-

9.9.4 Transformationsformel

Sei ¥(z) = Az + b eine affin-lineare Abbildung auf dem R™. Dann gilt fiir das Bildma$f

W, i
1

det A Hin

Fiir die Integration auf dem R"™ gilt damit die Transformationsformel:

Vet =

/ £ (W () |det A] dp(z) = / f (@) dp(z)
K )

(K

Im eindimensionalen Fall entspricht dies genau der Substitutionsregel, da dann ¥’ =

det A.

9.9.5 Transformationssatz

UV c R" offen, ¥ : U — V Diffeomorphismus, dh. ¥ bijektiv, ¥, ¥~! € C'. Dann
D (¥ '(y) = [DW(x)] (also die inverse Matrix) (Vy = U(z) € V bzw. alle z =
U~l(y) € U) Hier meint DY wieder die Jacobi- oder Funktionalmatriz. Dann gilt fiir
alle integrierbaren f: V — R:

/ F(y) dpin(y) = / £ (®(2)) - [det DY ()| dpin(z)
|4 U

Dabei: f ist integrierbar auf V' < (f o U) - |det D¥| integrierbar auf U.
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9.9.6 Integration rotations-symmetrischer Funktionen

Sei B, (x) C R™ die Kugel um z mit dem Radius r. Dann ist 7,, definiert als p,, (B, (x)) =
Tp - T

1. 7 = 2—“7'” 2
1 2ntl
2. mon = " und Tont1 = 13 g T
%
3. T = =5
r(g+1)

Fiir jede messbare Funktion f: R, — R gilt:

/f lzll) dytn(z) = 1 - Tn/f et dg
0

9.9.7 Vergleich zum Riemann-Integral

Ist eine Funktion Riemann-Integrierbar, so ist sie auch Lebesgue integrierbar, und die
Integrale stimmen iiberein. Die Umkehrung gilt allerdings nicht: nicht jede Lebesgue-
Integrierbare Funktion ist auch Riemann-Integrierbar. Auch bei ,,uneigentlicher Riemann-
Integration® muss man aufpassen: hier stimmen Riemann und Lebesgue-Integral nicht
notwendigerweise mit einander iiberein!

9.10 Lebesgue-Raume

£Q) = f:Q—>R,fmessbar,/|f\ dp < oo

LP(Q)

f:Q — R, f messbar, /\f|pd,u <oop firl<p<oo

L=(9Q)

Q—R b inf
{f — R, f messbar, (}\Ifl) 0sup|f(x)|<oo}

p(N)=0 o\ N

Diese £P(2) Rédume sind Vektorrdume.
Leider ist ||.||; nur eine Halbnorm auf diesen (es folgt nicht fur [|f|[1 =0 =% f =0),
daher die neuen Definitionen:

Ny = {f€LP(),]fllcr =0}
LP(Q) = {1 CLPQ); g—heN, Vg, helf]}

Diese LP(Q2)-Réume sind Banachrédume, d.h. es sind vollstdndige, normierte Vek-
torrdume.
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9.10.1 Young-, Holder-, Minkowski-und Jensen - Ungleichungen
1,1 _
Esgelte]fg—i—g—l

e Youngsche Ungleichung: Sei a > 0, b > 0:

1 1
a-b< =al 4+ =1
b q

e Holdersche Ungleichung: Sei f € LP(Q), g € L1(Q)(= f-g € L1(Q)), dann gilt:
1 - gl < [I.fllp - lgllg
fiir p = ¢ = 2 ist dies die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

o Minkowski-Ungleichung: Sei f,g € LP(), 1 <p < o0 (< f+g € LP(Q)), dann
gilt:
1f+gllp < [Ifllp + gl

e Jensen-Ungleichung: Sei @ C R™ ein Gebiet mit p,(2) < 0o, sei ¢ : R — R
konvex, f: Q — R € £}(Q), dann gilt:

fodMn fQ¢OfdMn
¢< u(©) > SN

9.11 Faltung auf dem R”
Definition: Vf, g € £ (R*, B* (R"), 1), kurz: L' (R™).

(f*g) / fly y) dun(y) falls existent.

Es gilt: Die Faltung definiert eine Abbildung L' (R") x L' (R") — L' (R"), (f,g) — fxg
mit

L [fxgdun=[f dpn- [g dun und insbesondere || f x gll1 = [|f]| - [lg]lx

2. die Faltung ist

e kommutativ

e assoziativ

e distributiv: (f* (g +h) = (f*xg) + (f *h))

e auflerdem gilt: fx(A-g) =X (f*g)
Die angenehmste Eigenschaft der Faltung ist, dass man eine beliebige Funktion durch
Faltung mit einer C* (R")-Funktion zu einer C* (R™)-Funktion macht:
Sei g € C*(R™) fiir ein k& € N mit D%g beschriankt (V Multiindizes o mit |a| < k).
Dann gilt Vf € L' (R"):

fxge€C*(R") und D*(f xg) = f (D)
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9.12 Dirac-Folgen

Eine Folge (¥),cy € L' (R™) heift Dirac-Folge, falls

1. VkeN: U >0, [0 du, =1
RTL

2.Vr>0: | Wy dp, — 0 fiir k — oo
R7\B;(0)

(bekanntestes) Beispiel fiir eine Dirac-Folge:

¥ = | eeor -] lall <1
0, ] =1

Esgilt: Vf € L' (R") : fi — fin L' mit f, := f* ;. Falls ¥}, € C*°, so auch f;, € C*°.

9.12.1 Approximationssatz von Weierstral3

Jedes f € C(R") ldsst sich auf jeder kompakten Menge K C R™ gleichméflig durch
Polynome approximieren.

9.12.2 parameterabhingige Lebesgue-Integrale

Sei f: Ax B— R, mit A CR” und B C R", messbar. Ferner sei
1. Vy € Bist x — f(x,y) stetig auf A

2. Vr € Aist y — f(x,y) integrierbar auf B, und Jg € LY(B,u,) : |f(z,y| <
9(y) Va,y.

Dann ist die Funktion F': A— R, z — [ f(z,y) dy stetig auf A

9.12.3 Differenzierbarkeit unter dem Integral

Sei nun A offen C R™, B messbar C R und f: A x B — R mit
1. Yy € B ist x — f(x,y) stetig differenzierbar auf A

2. Vz € Aist y — f(x,y) integrierbar auf B

3. 3g€ LY B, i) : Y € AVy e B,Yv=1,....,n:

2 (w,y)( <g(y)

Dann ist F' = [ f(x,y) dy stetig diffbar auf A mit %F = /5 %(w,y) dy
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10 Fourierintegrale

10.1 Periodische Funktionen

Eine Funktion f : R +— C heifit L-periodisch falls fiir alle x € R gilt f(x) = f(xz + L).
Im folgenden sei stets L = 2.

Es ist dquivalent die Funktionen auf [0, 27| zu betrachten. Wir betrachten den komplexen
Hilbertraum L2 ([0,27[, 1) = {f =u+iv:u,v € L*([0,27[, p1)} mit dem Skalarpro-

dukt (f,9) = 5= ;" f(z)g(x) dz
Die Funktlonen ex(z) = € k € Z bilden ein Orthonormalsystem auf diesem Hilber-

traum.

10.2 Fourierreihen

Fiir alle f € LE (0,27, 1) heiBen die komplexen Zahlen ¢, = if()% e f(x) do
Fourier-Koeffizienten von f und S(z) = lim N — coSy(z) mit Sy(z) = chv:_N cpeth®
heilt Fourier-Reihe.

Die Sy lassen sich auch schreiben als S N = 9+ STV, lak cos (kz) + by sin (kz)] mit
ap =1 0 "cos (kz) f (z) dz und b, = X 0 "sin (k) f (z) dx

10.3 Besselsche Ungleichung und Parsevalsche Gleichung
10.3.1 Besselsche Ungleichung

Sei H ein Hilbertraum, {ex},c, ein Orthonormalsystem auf H. Dann gilt fiir alle f €
H7 C = <€k7f>:

(0.9]
> lel* < 17

k=—00

10.3.2 Parsevalsche Gleichung

Fiir alle Hilbertrdume H und Orthonormalsysteme {ey}, . sind dquivalent:
LVfeH: 330 el = || fIP
2.¥feH: fn=SN_ e, flew— feH
3.Vge H: VkeZ:{(g,ep) =0=9g=0

In diesem Fall heifit {ey},, vollstindiges Orthogonalsystem

Die Funktionen {ej(z)=e**} bilden ein vollstindiges Orthogonalsystem auf H =
L2 ([0 27[,p1). Es gilt ZZOZ_OO B = 027r |£()]* dz mit den Fourierkoeffizienten

27
Ck = o7 fO kaf
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10.4 Fouriertransformation

Die Fourier-Transformierte f einer Funktion f : R" — C € LE(R™) ist definiert durch

flo=—1, / 6 £ (2) da

10.4.1 Rechenregeln
Fiir alle f,g € L, X € R\ {0} und a € R" gilt:

L. g(x) = f(Ax) = g(§) = ,\inf(§>

3. frxg=02m)2f-9g
4. f-gund f-gsind L! undff-gd:r:ff-ﬁdx

5. Ist f € CL(RY) sogilt Vo =1,...,n: D f(&)=i-& - F(£)

—

6. Ist z+— z,- f(z) in L', soist fnach &, stetig partiell differenzierbar mit: x, f(x) =
i D, f
10.4.2 Umkehrsatz

Sei f € LL(R™) mit der Eigenschaft, dass auch fe LE(R™). Sezte fo(z) = f(—m) =
ﬁ fRn ei<$’5>f(§) d¢. Dann ist fo € Cp und f = fy p-fast-iiberall.

10.4.3 Satz von Plancherel

Man erweitert die Fourier-Transformation auf L?:
Man benennt diese erweiterte Fouriertransformation folgendermafien:

F: L' =Gy froFfe=f

Es gilt Ff(z) = ji(\—:n), und damit kann man den Umkehrsatz auch schreiben als: FF =
FF =id, falls f, f € L'.

Damit kann man nun den Satz von Plancherel formulieren:

Es gibt einen eindeutigen Isomorphismus F : L? — L? mit

L Ffllz = Iflls (Vf € L?)
2. Ff=F (Vf e L N LY

3. Flg(x) = g(—x) p-fast iiberall (Vg € L>N L')
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11 Integration auf Untermannigfaltigkeiten

Eine Teilmenge M C R™ heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit (im Folgenden
UMF) der Klasse C*(« € N) wenn die vier folgenden, dquivalenten Definitionen zutref-
fen: relativ-offen

1. lokale Nullstellenmenge:
Ya € M : U offen C R",a e U, f e C” (U,R”*k), rgDf(a) =n—k, MNU =
{f=0}

2. lokal diffeomorph zu RF:
Va € M : 3U offen C R", a € U, F € C*(U,R") diffeomorph, F': U — V so dass
F(U)CR", F(MNU)=(R*x {0}"*)nV

3. lokaler Graf:
Va € M : 3 Permutation 7 von {1,...,n}, 3 offene Umgebungen

U c Rka U's (aw(l)v s ?a’ﬂ'(k)) e’ 1o
{ U cRYF U > (aﬂ(k_i_l), N D) el (U U ) ’

Mn (U xU")={(a,g9(z") : 2’ €U’}

4. lokale Parameterdarstellung:
Va € M3 relativ-offene Menge V.C M, a € V, T C R* offen, C*-Immersion
¢: T —-R"rgp=~Fkauf T) mit ¢ : T — V Hombomorphismus.

Hier wurden bereits einige Begriff verwendet, die jetzt definiert werden:

M C R™ mit induzierter Metrik dys(x,y) = d(z,y) Vo,y € M ist metrischer Raum.
Dann definiert man die Relativ-Topologie: V-C M  offen relativ zu M: <V C (M, dyr)
offen, d.h. Va €V, 3¢ >0: B(a)NM CV

Auflerdem definiert man:

1. My, My metrische Raume, ¥ : My — M> heiit Homdomorphismus < W bijektiv,
U, U stetig.

2. T C RF offen, P = (Py,...,P,) : T — R" heifit Immersion :< rg Df(t) = k Vt €
T.

Nun kann man einige weitere, niitzliche Dinge definieren:

e Kartenwechsel: T = ¢! o <Z~> : Ty — Tp mit Tp = gEil (V N V) , To=o¢! (V N V)
e Sei ¢: T — V eine Karte (T' C R* offen; V C M relativ-offen C R")

1. Man nennt die symmetrische Matrix G(t) Mafstensor mit G(t) = (gi; (t))ij:1 k=
(Do(1)' - (Do()) Wt € T gig(t) := (40, 20} = 57 05l 210

v=1
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2. Gramsche Determinante: g: T — R, g(t) := det G(t)
Es gilt:
: — V Karten mit 3¢ € V NV und Kartenwechsel 7 : Ty —
To, To :¢—1 (vm ) CTo=g! (Vm?).
) = ldet DT(¢)[* - g ((¢)) fiir € € T

77777

2
O(Piy s Pi
2.g:‘ Z (detw) >0

11.1 Integrale auf Untermannigfaltigkeiten

1. Wihle Atlas ¢; : T; — M; mit |J ¢; (T;) = M
el

2. Wihle Teilung der Fins, die dem Atlas untergeordnet ist:

a) Viel: ¢: M — R messbar 0 <¢ <1
b) Ve e M: Y . ;ei(x) =1
C) ei:0aufM\¢>i (T’z)

z.B. fir I = N (was man stets wihlen kann): Setze M; = ¢;(T;),

)] B

er = s

j<i
Definiere nun: v : M — R heif3t integrierbar iber M, falls Vi € I : u - ¢; ist integrierbar
iiber M; und Y [ |ug| dS < oo

i€l M;
In diesem Fall definiert man das Integral:

/udS —Z/ueZdS Z/ () €i (67) /i dpug

zEIM el T

1. Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der ¢;.
2. Man kann stets I = N wihlen, und ¢; € ¢; (M;)

3. Vx € M : ¢(x) =0 Vi bis auf endlich viele i € I.

Das so definierte S ist ein Mafl auf M, es heifit k-dimensioales Fldchenelement oder
k-dimensioales Lebesque-MafS auf M. Im Spezialfall der globalen Karte gilt: S(A) =

J14dS= [ V9 dpg
M ¢~1(4)
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11.2 Tangentialraum

Sei M k-dimensionale UMF im R™, a € M.
Dann definiert man:

e Ein Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor an M im Punkt a, falls de > 0,

3 C'-Abbildung ¥ : |—e, e[ — M mit i’((o())) iz , also ¥(t) = a+tv+o(t).

e den Tangentialraum: T,M = {Tangentialvektoren v € R™ an M im Punkt a € M}.
Es gilt dann VM, Va € M :
1. T, M ist k-dimensionaler, reeller Vektorraum.

2. Seip: S —V C M Karte mit ¢(s) =a €V fiirein s € S.

Dann bilden %(S)’ e g—i(s) eine Basis von T, M

3. Sei U C R" offen,a € U und f: U — R** mit MNU = {f =0} und rg Df(a) =
n—k.
Dann ist T,M =ker Df(a) = {v e R": D,f(a) =0}
={veR": Vi=1,...,n—Fk: (grad fi(a),v) = 0}

Man definiert den auflerdem

e Normalenraum von M im Punkt a N,M = (T,M)* in R™ ist (n — k)-Vektorraum,
d.h.

e v € R" ist Normalenvektor < (v,w) =0 (Vw € T,M)

Es gilt dann N, M = span {grad fi(a),...,grad f,—r(a)}.

11.3 Satz von GauB3

Sei A C R™ kompakt mit (stiickweise) glattem Rand, v : A — R" das duBere Norma-
lenfeld, A C U C R" offen, F' : U — R" stetiges, differenzierbares Vektorfeld. Dann
ist:

/divF dpn () :/<F($),V((L')> dS(x)

A 0A

11.4 Greensche Formel
YU offen, VC?-Funktionen f,g: U — R, VK C U kompakt mit glattem Rand:

1. Erste Greensche Formel:

/ngdunz/fg‘ZdS/Vngdun
K 0K K

‘partielle Integration von Ag’
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2. Zweite Greensche Formel:

0 0
/ng—gAfdunZ/( ai—gaf) as
K

0K

11.5 Satz von Stokes
Gegeben:
e UCR3 F:U— R3C'-Vektorfeld

e M C U 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit (Fliche) mit v : M — R3 Einheits-
vektorfeld

e A C M Kompaktum mit glattem Rand und Einheitstangentenfeld 7: 94 — R3.

Dann gilt:
/(rotF,y> dS:/<F,7'> ds
A 0A
Oder kurz:
/rotFJS:/F&s
A 0A
Dabei ist:

erot =V xF
e ds = ’Langenelement’= 1-dimensionales Maf3 auf 0A,

e 7(z) der Einheitstangentenvektor in x € 0A : 7(z) € T,(0A), ||7(z)|| =1
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